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1. Bevezetés

A jel egy olyan fiiggvény amely valamilyen informdcidt tovabbit egy rendszer viselkedésérdl, vagy
egy jelenségrél. Nagyon sok mindent lehet jelként értelmezni, pl. a hanghulldmokat, amelyek to-
vabbithatnak (i) beszédet, (ii) zenét, (iii) orvosi informécidkat. Néhany ezekhez kapcsolddo al-
kalmazasi teriilet a (i) hangfelismerés, hallokésziilékek tervezése, célszemélyek lehallgatasa; (i1)
zajszlrés, tomorités, zenefelismerés (talan érdemes megemlékezni egy bizonyos Joyce Hatto zon-
gorista koriili botrdny kirobbanasardl amelyben az iTunes mellett két magyar is érintett volt: Liszt
Ferenc és Simon Laszl6); (iii) ultrahangos diagnosztika. Kiemelkedden fontosak az elektromagne-
ses hullamok, amelyek tobbek kozott tovabbithatnak képet - itt els6sorban az orvosi alkalmazasok-
ra érdemes gondolni (rontgen, CT), de esziinkbe juthat a televiziézas is. Vegyész- €s biomérnoki
szempontbdl is ez az egyik legfontosabb teriilet - elég csak a modern spektroszképiai médszerekre
gondolni: ESR, NMR, MW, Raman, infra, UV/Vis, rontgen, Mossbauer, stb. De a hdmérséklet-,
vagy pH-mér6 berendezések elektromos kimenetét is jelnek tekintjiik. Tehdt a jel tobbnyire egy
fizikai mennyiség, amely az id§, a hely vagy valamilyen mas fiiggetlen valtozé (pl.: koncentracio,
anyagi min8ség, hdmérséklet, fesziiltség, stb.) fliggvényében valtozik, és informacioét tovabbit.

A gyakorlatban a mért jel mindig tartalmaz olyan informdciot is amely nem korreldl a vizsgalt
fizikai, kémiai tulajdonsdggal. A jelnek ezt a nem kivant részét nevezziik zajnak. Altaldban mindig
célszerli megtisztitani a jelet a kisérd zajtol, hiszen a zaj nemcsak megnehezitheti az informdacid
kinyerését, de akdr meg is akaddlyozhatja azt. Tulajdonképpen a technoldgia fejlédésével egyre
gyengébb jeleket vagyunk képesek vizsgalni, de egyben ez azt is jelenti, hogy pl. a kdrnyezetbdl
szarmazo zajok viszonylagosan feler6sodnek.

2. 1do6- és frekvenciatartomany

Sokszor célszerl atalakitani a jelet, hogy tovabbi informécidkat tudjunk kinyerni. A leggyakrab-
ban alkalmazott atalakitds a Fourier-transzformaci6 (FT), melynek segitségével - az id6tartomany
helyett - a frekvenciatartomanyban vizsgilhatjuk a jelet. Folytonos jelek esetében kordbban spekt-
rumanalizdtorral transzformdltak a jelet, manapsdg azonban a diszkrét jelek a jellemzoek, amelye-
ket diszkrét Fourier-transzformdcidval lehet frekvenciatartomdnyba alakitani:

X, = ng" - <cos (-27:1%) +isin (—27:1{]%)) )

ahol N a jelben 1év6 mérési pontok szama, x, az n-dik minta értéke, X; pedig a k-adik pont 1/s
frekvencidja amplitiddja és fazisa. Az FT rovid 6sszefoglaldsa megtaldlhat6 a Fiiggelékben.



A [1] abran lathaté néhany egyszeri jel Fourier-transzformaltja. A szinuszhullim FT-ja egy
csucs, mig a négyszogjel esetében nagyfrekvencids csucsok is megjelennek az éles sarkok miatt.
A masik két példan a szamunkra fontosabb jelek lathatéak. Megfigyelhetd, hogy a szélesebb cstcs
FT-jaban kevesebb nagyfrekvencids komponens van.
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1. abra
Néhany egyszerl jel Fourier-transzformaéltja

Fontos még megemliteni, hogy gyakran haszndljék a teljesitményspektrumot, ahol a vizsgalt
jel teljesitményét dbrazoljak a frekvencia fiiggvényében. A teljesitmény aranyos a jel Fourier-
transzformaltjdnak négyzetével.

3. Zaj

A jelre rakodott zajt szamos modon lehet jellemezni, koztiik az eloszlasaval, forrdsaval, valamint
az 1d6- és a frekvenciatartomanyban mutatott karakterisztikajaval.

3.1. Eloszlas

A tapasztalat szerint ez legtobbszor normalis, Gauss-eloszlast kovet. Ez a centralis hatareloszlés-
tételével magyardzhatd, ami kimondja, hogy megfelel6en nagyszami nemnormélis eloszlasu fo-
lyamat ereddje a normélis eloszldshoz tart. Mivel méréseink sordn a zaj legtobbszor szdmos vélet-
lenszer folyamat ereddje, ezért tobbnyire jogos a feltevésiink, hogy a zaj Gauss-eloszlast kovet.
Ezaldl kivétel, ha egy nemnormadl eloszlasa zaj dominal. Az egyik ilyen gyakori eloszlas a Poisson-
eloszlds, ami akkor figyelhetd meg, amikor a jelet egyedi események Osszessége adja, pl. egy foton
a fotoelektron-sokszorozdba iitkozik.



3.2. Forras

A vegyész-, illetve biomérnoki gyakorlatban az alabbi zajforrasok a legfontosabbak.

— Hémozgésbdl eredd (Johnson-Nyquist) zaj: az aramkorokben a toltott részecskék hdmozga-
sabdl eredd zaj.

— Shot vagy Poisson zaj: akkor keletkezik, mikor a jelet ad6 részecskék szdma annyira kicsi,
hogy a részecskék szdménak ingadozasa megjelenik a jelben.

— Kornyezeti zaj: Az eszkdz kornyezetébdl szarmazd egyéb zavard tényezlk Osszessége. A

tobbi eszkoz elektromdgneses sugdrzdsatol kezdve az utcai forgalom beszlir6dé hangjdig
béarmi lehet ilyen za;.

3.3. Id6tartomany

Id6tartomanyban megkiilonboztetiink korrelalt €s nem korreldlt zajt. A nem korreldlt, vagy fiig-
getlen, zajra az a jellemz0, hogy az egyes mérési pontokban tapasztalt zaj fiiggetlen a tobbitdl. A
valésdgban azonban sokszor el6fordul korreldlt zaj, pl. a fényforrds intenzitdsanak, hdmérsékleté-
nek ingadozdsa. Ezt a tulajdonsdgot az Un. autokorrelacids fiiggvénnyel lehet vizsgalni.

R (7) = lim T/ t)zr(t+ 7)dt 2)

T—oo

Mint lathat6 a zajminta minden egyes ¢ id6ponthoz tartozé értékét 6sszeszorozzuk a 7-val eltolt ¢ 4
+ 7-hoz tartoz6 értékekkel, ezt minden 7 eltoldsndl elvégezziik, és dtlagoljuk a kapott szorzatokat.
Nemkorrelalt esetben a fiiggvénynek 1 = 0-ban van egy maximuma, és minden mas pontban kozel
0-t ad, mig korrelalt zaj esetében t = 0 helyen kiviil is taldlhaté nem O érték.

3.4. Frekvenciatartomany

A frekvenciatartomanyban a teljesitményspektrum alapjan két f6 tipus figyelheté meg.

Fehér zaj: a teljes tartomédnyban édlland6. A név analdg a fehér fényhez, ami szintén minden
frekvencidja fényt tartalmaz kozel azonos intenzitassal.

Pink zaj: 1/ f tipusu, azaz nagyobb frekvencidknal kisebb a zaj mértéke. Nehezen eltavolithatd,
nagyon zavaro jeltipus. Elektronikus eszkdzokkel kapcsolatban flicker zajnak is nevezik és dltala-
ban ugynevezett lock-in er6sitéket alkalmaznak az eltdvolitdsukra. Id6tartomanyban ez driftként
jelenik meg, ami a jel lassu id6beli eltolddésat jelenti.

Ugyan tovabbi zajtipusokat is megkiilonboztetiink (barna ~ 1/f2; kék~ f, lila~ f?), azonban
ezek gyakorlati jelentSsége lényegesen kisebb. Erdemes kiilon megemliteni az interferencia zajt
ami egy csticsként jelenik meg a frekvenciatartomanyban. Ilyen jellemz6 csics az 50 Hz-s (vagy
60 Hz) hélézati fesziiltséghez tartozé zaj, illetve ennek felharmonikusai.

A2l és[3| dbrdkon egy korreldlatlan (fehér) és egy korreldlt zaj viselkedése l4that6 az id6- és
frekvenciatartomanyban (a,d) valamint eloszl4suk (b) és autokorreldcios fiiggvényiik (c). Amint az
a[2] dbran lathat6 a fehér zaj idSben véletlenszertien oszlik el, minden frekvencidnal egyenletes,
Gauss-eloszlasu és az autokorreldcios fiiggvénye alapjan korreldlatlan. A korrelalt zaj esetében (3]
abra) az id6tartomanyban tisztan latszik az eltol6dds a magasabb amplitudok felé. Az autokorre-
lacios fliggvény lassu csokkenése is jelzi, hogy kapcsolat van az egymdsutani pontok kozott. A
frekvenciatartomanyban mutatott viselkedése alapjan pedig megdllapithatd, hogy pink és interfe-
renciazaj (60 Hz, 120 Hz, 180Hz) is taldlhat6 ebben a mintdban.
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A fehér zaj megjelenése az id6- és a frekvenciatartomdnyban (a,d), eloszldsa (b), autokorrelacids
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A korrelalt zaj megjelenése az id6- és a frekvenciatartoményban (a,d), eloszléasa (b),
autokorreléacids fiiggvénye (c).



4. Jel-zaj viszony javitasi lehetoségek

A jel-zaj viszony javitdsdnak els6dleges célja, hogy konnyebbé tegye a jel kiértékelését. Az al-
talunk vizsgalt folyamat jelére sziikségteleniil rarakédnak a kiilonb6z6 forrdsa és jellegli zajok.
Altaldban nem a zaj nagysiga érdekel minket, hanem a jelhez viszonyitott értéke, azaz mennyire
zavarja a mérést. Ennek jellemzésére haszndljdk a jel-zaj viszonyt (signal to noise ratio, SNR):

X

SNR = 3)

Gzaj
ahol X a jel maximumadndl mért atlag, o,,; a zaj szérdsa.
Ez az egyik szempont, ami alapjin 6ssze lehet hasonlitani a kiillonb6z6 médszereket. A mdésik
szempont, hogy hogyan mddositjdk a valddi jelet.

4.1. Akkumulacio

Miel6tt attekintenénk a kiillonboz6 analdg és digitélis sziirési lehetdségeket, érdemes kiilon tér-
gyalni az akkumuléciét. Ebben az esetben ugyanis nem egy mért jelet vizsgdlunk, hanem a mérést
tobbszor elvégezve, a megfeleld mérési pontokban meghatarozott jeleket dtlagoljuk. Igy n mérés
akkumulécidja utdn a jel mértéke, valamint a zaj variancidja n-szeresére nd. Ahhoz, hogy ezt a
modszert hasznélni lehessen sziikséges, hogy az egymads utdni mérések zajai egymastdl fligget-
lenek legyenek. A masodik feltétel, hogy a mérések sordn a vizsgélt jel reprodukélhat6 legyen,
vagyis ha nem lenne zaj, akkor ugyanazt mérnénk minden esetben. A harmadik feltétel, hogy a
mérés elég rovid ideig tartson, hogy sokszor meg lehessen ismételni a jeldtlagolashoz.

Ha a feltételek teljesiilnek, akkor ez a médszer nagyon elényds tud lenni, mert a SNR +/n-
szeresére javul n mérés akkumuldcigja soran. Tovabba a jelet sem torzitja, ellentétben néhany
tovabbi mddszerrel szemben.

4.2. Analog sziirés

A kiilonboz6 digitdlis modszerek el6tt célszeri megemliteni az analdg szilirési lehetdségeket is,
igaz ezeknek manapsdg mar kisebb a jelent6sége.

Altaldban a szamunkra fontos jel alacsony frekvencidndl talalhat6, mig a fehér zaj a teljes frek-
venciatartomdnyban jelen van (lasd [I} dbra). Ezért gyakran alkalmazzak az aluldtereszt§ szdrst,
ami egy bizonyos frekvencidndl nagyobb frekvencidju jeleket nem enged 4t. igy megszabadul-
hatunk a zaj nagy részétdl, mikozben az informacié megmarad. Azonban, ha drift vagy egyéb
alacsonyfrekvencids zaj a jellemzd, akkor érdemes feliildteresztd sz{ir6t haszndlni, ami egy ha-
tarfrekvencia alatti jeleket nem engedi at. Ez akkor lehet célravezetd, ha megfeleld szdmu nagy-
frekvencids komponense van a jelnek, ami jol jellemzi az eredeti jelet. Létezik még savateresztd
szlir6, ami egy bizonyos frekvenciatartoményt enged dt, illetve savvago szlir6 ami pedig nem enged
at egy bizonyos frekvenciatartomanyt. Savvago sziirdt érdemes hasznalni péld4ul interferenciazaj
(halézati 50 Hz) sziirésére. A kiilonboz6 idedlis szlir6k atviteli fliggvényei a |4, dbran lathatéak.
Az atviteli fliggvény a bemeneti és kimeneti jel kozott teremt kapcsolatot, mégpedig ugy hogy a
frekvenciatartomanyban a bemeneti jel és az 4tviteli fiiggvény szorzata a kimeneti jelet adja.

A valdésagban ezek a szlir6k eltérnek az idedlistél, van egy dtmeneti sdv, ahol nem tokéletes
az atengedés illetve a szlirés. Emiatt tobbféle tipusi sziird 1étezik attdl fiiggden, hogy milyen az
atmeneti savja. A legegyszeri(ibb az tgynevezett RC-sziir6, ez egy passziv sziird, ami csak ellen-
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allasbol és kapacitasbol all. Tovéabbi két fontos, gyakran haszndlt aktiv sziird a Butterworth €s

7 27 7 2 o7 2

a Chebisev-féle sziird. Attdl aktiv sziirdk, hogy erdsitét is tartalmaznak. Ezek Osszehasonlitdsa
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4. abra

Az egyes analog idedlis szlir6k atviteli fiiggvényei

a[5] dbran lathat6. MegfigyelhetS, hogy az aktiv szlir6knek meredekebb az dtmeneti siavjuk. A
Butterworth-sziirének a legmeredekebb ez az dtmeneti sdvja, mig a Chebisev-sziirének az az el6-
nye, hogy kisebb az atviteli és vigasi sav ingadozasa.
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5. dbra
Az egyes analdg szlir6k atviteli fiiggvényeinek Osszehasonlitdsa

Hétranya az analdg szlirésnek, hogy faziskésésiik van, ami azt jelenti, hogy a jel eltolddik az
id6tartomanyban. Tovéabbi hatranya a digitdlis sziiréssel szemben, hogy kevésbé sokoldald. Ennek
ellenére sziikség van rd, mert néha hatdsosabbak, és konnyebben kisziirik a zajt a forrds kozelében,

igy korldtozva a zaj savszélességét.

4.3. Digitalis sziirés

Az anal6g sziiréssel szemben, ezt nem csak valds id6ben, hanem a mérés elvégzése utan is lehet
alkalmazni. Ezért ennek hasznélata sokkal kézzelfoghatébb a felhaszndl6 szamara, tovdbba a szi-
r6 bedllitdsait is optimalizdlhatja a mért jelhez. Emiatt haszndlatuk rugalmasabb, mint az analég
szlir6ké. A kovetkez6kben néhany gyakran hasznélt szlirési mdédszert mutatunk be.



4.3.1. Boxcar atlagolas

Ez a médszer az egymds utdn kovetkez6 mérési pontokat n darabos részhalmazokra osztja. Ez-
utdn a részhalmazban 1évé mérési pontok atlagit veszi, és ezek az dtlagok alkotjak a sziirt jel
mérési pontjait. A @ 4brén lathat6 egy szemléletes dbra, hogyan miikodik ez a médszer. Altaldban
nagyfrekvencids zaj esetében alkalmazhatd, ha a jel lassan véltozik. Hatranya, hogy csokken a jel
felbontdsa. A gyakorlatban n értéke 2 €s 50 kozott valtozik.

geo

N

[usztraci6é a Boxcar atlagoldshoz

4.3.2. Mozg6 atlag

A mozgé étlag alkalmazédsdhoz el8szor sziikség van egy mozg6 ablakra, melynek mérete 2m + 1,
ahol m pozitiv egész szam. Ezt rdhelyezziik az adatsor elejére, ezzel kivélasztva az elsd 2m + 1 mé-
rési pontot. Ha vessziik ezeknek az atlagat, akkor megkapjuk az m + 1-dik mérési pont szlirés utani
értékét. Ezutdn az ablakot elcsusztatjuk egy mérési ponttal odébb, és a kovetkezd atlag megadja
a kovetkezd mérési pont szirt értékét. Ezt egészen addig folytatjuk, mig az adatsor végére nem
ériink. A [/ dbréan taldlhaté grafikusan, hogyan miikodik a mozgé dtlag. Lathatd, hogy az adatsor
elején és végén taldlhaté m mérési pontra nem tudunk tj értéket meghatdarozni ezzel a mdodszer-
rel, mert ezeket a pontokat az elsé és az utols atlag szamitdsdhoz hasznaljuk. Matematikailag a
kovetkezd képlettel irhaté le:

* 1 4

S 1 Y “)

j=—m

ahol x; a sziirt jel egy mérési pontja, x; ; az eredeti jel egy pontja, mig i és j a mérési pontok-
hoz, illetve a mozg6 ablakhoz tartozé futé indexek.

4.3.3. Savitzky-Golay

Analitikai kémidban az egyik leggyakrabban hasznalt digitélis sz(ir6 a Savitzky-Golay szlir6. Ha-
sonldéan a mozg6 atlaghoz, itt is egy mozgd ablakra van sziikség ami végigmegy az adatsoron.
Az ablakban 1év6 mérési pontokra egy polinomot illesztiink, €s a mérési pont sziirés utani értéke
a polinom értéke lesz az adott pontban. A szlirés menete a [§] dbran taldlhaté. Savitzky és Golay



| » moving window

7. ébra
Mozg6 atlag egy 2m + 1 = 5 méretii ablakkal. Feliil az eredeti jel, alul a sz{rt jel 1athat6. Fontos
megjegyezni, hogy a sz€éls6 pontoknak nincs szirt értékiik, mert az els6 és az utolso atlag
szamitasdhoz haszndltuk Sket.

felismerte, hogy ez egy sulyozott atlagolds, amihez csak az egyiitthatokat kell meghatarozni (az
érdekl5ddk a2l forrds 25-32. oldalan megtalaljak a levezetést). Ok meghataroztak ezeket a koeffi-
cienseket kiillonboz6 polinomokra és ablak méretekre, emiatt nagyon konnyen alkalmazhat6va valt
a modszer, éppen akkor, amikor a digitalis jelfeldolgozds a kémikusok korében is egyre elterjed-
tebb lett. Manapsdg mar a szamitégépek konnyedén meg tudjdk hatdrozni ezeket az egyiitthatokat.
A levezetésbdl az is kideriil, hogy nullad- és els6rendu polinomok hasznalata egyenérték, csak-
ugy mint a masod- és harmadrendii (és tovabbi) polinomoké. Ezzel a mddszerrel ugyanigy nem
kapunk sziirt értéket az adatsor elején és végén szerepld pontokra.

A paraméterek megfelel$ bedllitdsat (polinom rendje, ablak mérete) legtobbszor probélgatassal
lehet meghatdrozni. Alapvetéen minél nagyobb ablakot haszndlunk, anndl jobb lesz a SNR, de
cserébe a jel is torzul.

4.3.4. Apodizacié

Az eddig emlitett médszerek mind az idGtartomanyban simitjdk a zajos jelet. Apodizacid sordan
kihasznéljuk azt a tényt, hogy a hasznos jel kis frekvencidja, mig a zaj dltaldban a teljes frekven-
ciatartomdanyban jelen van, ezért a jel nagyfrekvencids részét eltavolitva kevésbé zajos jelet kapunk.

Hasonl6 elven miikddik, mint az analég sziir6k, azonban nincs faziskésés. A 0] dbran lathatd, hogy
miikodik ez a gyakorlatban. Az (a) kép mutatja az eredeti jelet, ezt Fourier-transzformaljuk, igy
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8. abra

Illusztraci6 a Savitzky-Golay sziirés menetéhez egy elsd- és egy masodrendii polinom esetén.

megkapjuk a frekvenciatartomanyban a jelet (b). Ezt dsszeszorozzuk az apodizél6 ablakkal (c),
amivel megkapjuk a szfirt jelet a frekvenciatartomanyban (d). Ezutén inverz FT-t alkalmazva meg-
kaphatjuk a szfirt jelet az idStartoményban (e).

Az apodizal6 ablak ebben az esetben az tn. Boxcar-ablak, ami egy hatarfrekvencia alatt nem
valtoztatja a jelet, mig felette nullava teszi. Tovabbi lehetGségek az aldbbi tdblazatban taldlhatéak,

ahol A; az apodizdl¢ fiiggvény i-dik pontjanak értéke, fo pedig a vagési frekvencia:

1, ha i<f()
Boxcar A { () -
Héromszog Ai{ 1=, hai<fo
0, hai>fy

— i 1
Haromszog-négyzet Az{ (1 % > , hai<fy
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Bessel Ai{ 1 <f0> » hai<fo
0, ha i>f()
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Hamming Az{ 0.5440.46cos (f ) hai<f
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Az apodizéacié menete.

5. Program miikodése

A Raspberry Pi 0sszeszerelése utdn, nyissunk meg a programot. A neptun-kéd beirdsa utan va-
lasszuk kattintsunk ra a bemutatora.

A felugré6 kezd6képernyon a lenti meniisorban kétféle jel koziil valaszthatunk (vonalas, sdvos),
valamint bedllithatjuk, hogy mekkora legyen a jel/zaj viszony. Ezeket bedllitva és a Jel generdldsa
gombra kattintva, a program elkésziti és dbrazolja a valddi, valamint a zajos jelet. Megtekinthet6 a
jelek Fourier-transzformaltja is, és kivalaszthaté mely gorbéket szeretnénk latni. Ha ezzel végez-
tiink, akkor a jobboldali legordiil6 meniibdl valaszthatunk a kiilonboz6 sziirési médszerekbdl, majd
a Sziird vdlasztdsa gombra kattintva magdt a sziirést is elvégezhetjiik. A felugré ablakban bedllit-
hatjuk a sz{irési médszer paramétereit (pl.: Savitzky-Golay esetében az ablak méretét, az illesztett
polinom rendjét és az ismétlések szamat), majd a Szifrés gombra kattintva a program dbrazolja a
valédi, a zajos és a sziirt jelet, illetve kiirja a sztrt jel jel/zaj viszonyat.
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6. Feladat

A program, valamint az egyes sziirési mddszerek megismerése utan zarjuk be az ablakot, és kat-
tintsunk a feladat gombra. A Jel generdldsa gombra kattintva egy olyan minta UV-VIS spektru-
mat kapjuk, amely 3-5 molekulat tartalmaz. A feladat, hogy hatdrozzuk meg, milyen molekuldk
szerepelnek a mintdban a lehetséges tizbdl és milyen koncentracidban, feltételezve, hogy igaz a
Lambert-Beer torvény (A = €lc) és a kiivettavastagsag (/) 1 cm. Legalabb harom mddszert kell
haszndlni! A jegyz6konyvben szerepeljen a zajos spektrum; a sziirt spektrumok, sziirés bedllita-
sai, valamint a jel-zaj viszonyok, tovabbd a szlirt spektrumokbdl szamolt koncentraciok. Az alabbi
tabldzatban lathatéak a lehetséges molekuldk, az abszorpciés maximumok (A;.y), és a moldris
abszorpcids egyiitthatok (€).

molekula )bmax [nm] € |: 1 ]

M-cm
A 263 37500
B 310 11300
C 333 22100
D 392 17000
E 415 24300
F 450 10700
G 482 18900
H 527 13200
I 559 28900
J 611 25200
K 663 18400

7. Fiiggelék

7.1. Fourier-transzformacio

A Fourier transzformacié egy széles korben hasznédlt matematikai eszkoz, amely segitségével a je-
let az id6tartomanybdl a frekvenciatartomdnyba alakithatjuk at. Ez azért lehetséges, mert majdnem
minden folytonos jel kifejezhetd szinusz és koszinusz fiiggvényekkel :

f(t)=ao+ i ay, cos (nayt) + by, sin (nwyt) 5)
n=1

ahol f(t) egy fiiggvény idGtartomanyban, @y = 27 fy a korfrekvencia, ag egy konstans. Az a, és
b, egyiitthatokat az aldbbi 6sszefiiggéssel kaphatjuk meg:

ﬂll\)

T
/ cos (nwot) dt (6)
0

) sin (naot ) dt (7

ﬂIN
O\\]
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Ha a szinusz és koszinusz fliggvényeket atirjuk a kovetkezd egyenletek alapjan:

2xn fot —i2@nfot
cos (2mnfot) = & J;e )

ez27rnf0t _ e—l27l:nf0t

sin (2zn fot) = T )

akkor az f(t) fiiggvény Fourier-sora igy is felirhat6:

f(t): i CneiZTL'nf()t (10)

f——o0

A C, koefficienseket az alabbi egyenlet adja meg:

1

C, = T f(t)e~2mnfot gy (11)

|
NH\NH

Minden n értékhez a C, megadja az adott f = nfy frekvencidjd hullaim kilengését és fazisat. Ezek
alapjan a Fourier-transzformacié formadlis definicidja:

1= [ flye >t (12)
Az inverz Fourier-transzforméciéé pedig a kovetkezd :
16y = [ £ (13)

Ez azt jelenti, hogy az f fliggvényt szabadon transzformalhatjuk id6- €s frekvenciatartomdany ko-
zOtt.

A gyakorlatban sokszor véges jelet kell vizsgalunk, ami diszkrét mérési adatokbdl all. Az
ilyen f(k) adatsorokat, ha azonos id6kozonként vettilk az N db mintét, akkor a diszkrét Fourier-
transzformdcidval lehet atalakitani:

fn) =Y fk)e 2™y (14)

Az inverz transzformdldshoz pedig az aldbbi 0sszefiiggés haszndlhat6:

RS 27k,
)= L S (15)
Szogfiigvényekkel felirva pedig:
N—1 n n
f(n) = kzo F(k)- (cos (—27:1%) +isin (—2nkﬁ>) (16)
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1 N—1

DWIOL (cos (27:1%) +isin (27tk1%>) (17)

n=0

fk) =

Az[12] dbréan lathat6 szemléletesen a FT menete. Az a, dbran megfigyelhet§ jel felbonthat6 két
szinusz és egy koszinusz fiiggvény Osszegére, melyek a c, dbran lathat6ak. Ezeknek a szogtiigg-
vényeknek, ha dbrazoljuk a frekvencidjuk fliggvényében az amplitiddjukat, akkor megkapjuk a
Fourier-transzformdlt fiiggvényt.

6 - 800 :
(a) (b)
4 1 600
3
= = 400
s [}
E
o
200 ¢
¥
[
0.5 1 1.5
Frequency (Hz)
12. abra

Fourier-transzformacio szemléltetése

7.2. Raspberry Pi

A Raspberry Pi — magyarositva idonként: MdalnaPC — egy alapvetden oktatdsi célra kifejlesztett
egykértyé szamitogép. A fejlesztés eredeti elképzelése az volt, hogy egy olcsé, minden csalad
altal beszerezhet6 szamitogépet hozzanak l1étre, amin a tanul6k megismerkedhetnek az informatika
alapjaival. Eppen ezért olyan eszkozokkel valé egyiittmiikodésre tervezték, amik nagy valdszind-
séggel megtaldlhatdak minden csalddban, igy példdul HDMI televizi6 (vided- és hangkimenethez
—igy nem kell hozza kiilén monitor és hangfal) vagy SD kartya (amiket alapvetden fényképezdgé-
pekben, okostelefonokban és médialejatszékban haszndlunk), amit a bankkartya méreti szamito-
gép hattértaraként hasznalhatunk.

A Raspberry Pi els6 verzidjanak a kiaddsa 2012. februdr 29-n tortént, a harmadik, a gyakorlaton
1s haszndlt verzigjat 2016. februar 29-én. Néhany hardver paraméter:

— architektdra: ARMvS

'Ez a szdmitégép nem tartalmaz kiilon alaplapot, amibe kiilonféle illesztSkartyakat tehetiink, hanem a periféridk ke-
zelésére szolgald kapukat is az alap dramkori lapkdra integraltak.
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egylapkas rendszetﬂ: Broadcom BMC37
— CPU: ARM Cortex-A53, 1.2GHz, 64-bit, 4 mag
memoria: 1GB SDRAM

vided kimenet: HDMI

usb portok szdma: 4

hattértar: MicroSDHC foglalatba helyezhet6 kartya
— haldzati csatlakozas: 10/100 Mbit Ethernet, 802.11n wireless, Bluetooth 4.1
— fizikai méret: 85.60 mm x 56.5 mm (a kil6go6, beforrasztott csatlakozdk nélkiil)

— tomeg: 45 g.

e et e e e e e e w e wa T e e

" m e e e e w omm e e e e e

wleh
‘Raspberry Fi 3 Modell BlV1.2¢ (Clos
<= (e) Raspherry Pi-2015

13. abra
Raspberry PI 3 Model B

A Rapspberry Pi szamit6géphez alapvetSen a Raspbiarﬂ Linux operacids rendszert hasznal-
hatjuk, de e mellett elérhetéek mds disztribticidk (pl. Ubuntu MATE, Debian, Arch Linux) és mas
operacios rendszerek, igy Windows 10 IOT Core, RISC OS is.

A Raspbian Linux operacios rendszerrel felszerelt szamitogépek alapvetSen tartalmaznak min-
den olyan eszkozt, ami a szamitogépek vildgdval val6 ismerkedést segiti. Ez a disztribuici6 grafikus
feliilettel is rendelkezik, alapértelmezés szerinti telepités esetén internetes kapcsolattal, webbongé-
szdvel, levelezd klienssel. A legalapvet6bb programozasi 1épések elsajatitasit a Scratch nevi prog-
ramnyelv segiti, a haladébbak pedig a Python nyelvili programozashoz taldlnak meg szinte minden
eszkozt. (A gyakorlaton haszndlt szoftver is Python nyelvii). A Linux disztribucidk hasznalata a
Linux alapok elsajatitasa mellett rendszergazdai feladatok elsajatitasat is lehetdvé teszi, ezzel akar
valami specidls szerverrendszer is Osszedllithat6. A Raspberry PI egy masik felhaszndlasi terii-
lete egyszeriibb elektronikai rendszerek vezérlése (pl. RGB LED, robotika, id6jards megfigyeld

ZEgylapkds rendszer: system on chip (SoC), olyan IC, amely a szdmitégép minden komponensét egyetlen lapkara
integrélva tartalmazza.

3A Raspberry és a Debian osszeolvasztasabdl eredd név: egy Debian alapii Linux disztribiicié, amit kifejezetten a
Raspberry PI-hez fejlesztettek.
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allomds), de megfeleld licencek megvasdrldsa esetén akdr komplett médialejdtszot is épithetiink
belsle

A Raspberry Pi szamit6géprdl tovabbi informacidkat a https ://www.raspberrypi.org/ webolda-
lon olvashat.

8. Irodalom
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“Erdekesség, hogy a Raspberry PI alapértelmezés szerint nem jatszik le mp3 és bizonyos més médiaféjlokat azok
licencelési dra miatt. (Igy lehetett olcsGbba tenni). Igy azokat sziikség esetén kiilon kell megvasarolnunk.
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